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Аннотация. Рассматриваются условия отрицательности функции Грина двухточечной
краевой задачи

Lλu := u(n) − λ
∫ l

0

u(s)dsr(x, s) = f(x), x ∈ [0, l], Bk(u) = α,

где Bk(u) = (u(0), . . . , u(n−k−1)(0), u(l),−u′(l), . . . , (−1)(k−1)u(k−1)(0)), n ≥ 3, 0 < k < n,

k нечетно. Функция r(x, s) предполагается неубывающей по второму аргументу. Получе-
но необходимое и достаточное условие неотрицательности решения этой краевой задачи
на множестве E функций, удовлетворяющих условиям

u(0) = · · · = u(n−k−2)(0) = 0, u(l) = · · · = u(k−2)(l) = 0,

u(n−k−1)(0) ≥ 0, u(k−1)(l) ≥ 0, f(x) ≤ 0. Это условие заключается в терминах докри-
тичности краевых задач с вектор-функционалами Bk−1 и Bk+1. Пусть k четно, и λk —
наименьшее положительное значение λ, при котором задача Lλu = 0, Bku = 0 имеет
нетривиальное решение. Тогда пара условий λ < λk−1 и λ < λk+1 необходима и доста-
точна для положительности решения задачи.
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Abstract. Conditions of negativity for the Green’s function of a two-point boundary value
problem

Lλu := u(n) − λ
∫ l

0

u(s)dsr(x, s) = f(x), x ∈ [0, l], Bk(u) = 0,

where Bk(u) = (u(0), . . . , u(n−k−1)(0), u(l),−u′(l), . . . , (−1)(k−1)u(k−1)(0)), n ≥ 3, 0<k<n,

k is odd, are considered. The function r(x, s) is assumed to be non-decreasing in the second
argument. A necessary and sufficient condition for the nonnegativity of the solution of this
boundary value problem on the set E of functions satisfying the conditions

u(0) = · · · = u(n−k−2)(0) = 0, u(l) = · · · = u(k−2)(l) = 0,

u(n−k−1)(0) ≥ 0, u(k−1)(l) ≥ 0, f(x) ≤ 0 is obtained. This condition lies in the subcriticality
of boundary value problems with vector functionals Bk−1 and Bk+1. Let k be even and λk

be the smallest positive value of λ for which the problem Lλu = 0, Bku = 0 has a nontrivial
solution. Then the pair of conditions λ < λk−1 and λ < λk+1 is necessary and sufficient for
positivity of the solution of the problem.
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1. Знакоопределенность функций Грина

Пусть L(0, l) — пространство интегрируемых на [0, l] по Лебегу функций. Определим
функционально-дифференциальный оператор (символ := означает равно по определению)

равенством Lu(x) := u(n)(x) −
l∫
0

u(s)dsr(x, s), n ≥ 3. Пусть Qu(x) :=
l∫
0

u(s)dsr(x, s),

x ∈ [0, l]. Функцию r(x, ·) считаем неубывающей при почти всех x ∈ [0, l], r(x, 0) = 0,

r(·, l) ∈ L([0, l]). Поэтому L = L0 − Q, где L0u := u(n), Q — положительный в обычном
смысле оператор. Оператор L будем рассматривать в пространстве ACn−1 функций, име-
ющих абсолютно непрерывную на [0, l] производную u(n−1), с обычной нормой. Решение
задачи о знакоопределенности функции Грина (n− k, k) -задачи для уравнения Lu = f с
краевыми условиями

u(0) = u′(0) = · · · = u(n−k−1)(0) = 0, u(l) = u′(l) = · · · = u(k−1)(l) = 0. (1.1)

( 0 < k < n ) существенно зависит от знака оператора Q. В простом случае получаем
классическую схему, заключающуюся в следующем. Краевая задача Lu = f, Bu = α,

где L = L0 − Q базируется на краевой задаче L0u = z, Bu = α. Ее решение имеет вид
u = G0z +Uα, и исходная задача преобразуется к уравнению z −QG0z = QUα+ f. Если
G0 положителен, то и QG0 положителен. В этом случае условие r(QG0) < 1 становится
необходимым и достаточным условием положительности оператора Грина G. В случае
отрицательности G0 ситуация сложней.

Пусть G0(x, s) — функция Грина задачи с условиями (1.1) для уравнения u(n) = z, т. е.
ее решение имеет вид u(x) =

∫ l
0
G0(x, s)z(s) ds. Из интерполяционной формулы следует,

что (−1)kG0(x, s) > 0 внутри квадрата 0 < x, s < l. Этого же мы ожидаем от функции
Грина задачи с краевыми условиями (1.1) для уравнения Lu = f.

Считаем k нечетным. Поэтому речь пойдет об отрицательности функции Грина.
Краевые условия (1.1) могут быть записаны в виде Bku = 0 с помощью вектор-

функционала с верхним индексом k (который не является показателем степени, конечно)

Bku := (u(0), u′(0), . . . , u(n−k−1)(0), u(l),−u′(l), u′′(l), . . . , (−1)k−1u(k−1)(l)).

Решение однородной задачи u(n) = 0, Bu = α ≥6≡ 0 (неравенство понимается покомпо-
нентно) строго положительно в (0, l). Это решение — полином степени не выше n − 1.

Неоднородная краевая задача примет вид

Lu = f, Bku = α. (1.2)

Основной целью настоящей статьи является установление теоремы 4.1. С помощью
оценки характеристических чисел она позволяет находить эффективные условия отрица-
тельности функции Грина. В частном случае k = 1 это утверждение получено в [1].

2. Оценка спектрального радиуса положительного компактного оператора

Наш основной инструмент — уравнение с положительным компактным оператором.
Понятия в данной секции хорошо известны (см., например, книгу [2]). Пусть K почти
воспроизводящий конус (конус K называется почти воспроизводящим, если замыкание
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его линейной оболочки совпадает со всем пространством E ) в пространстве Банаха E,

и A : E → E — линейный компактный оператор, положительный относительно K, т. е.
AK ⊂ K. Пусть r(A) — спектральный радиус оператора A.

Теорема 2.1 (М. Крейн, М. Рутман [3]). Если спектр A содержит точки, отличные
от нуля, то r = r(A) является собственным числом оператора A и его сопряженно-
го. Оператор A имеет положительный собственный вектор v0 ∈ K, Av0 = rv0, и
сопряженный A∗ имеет положительный собственный вектор ψ ∈ K∗, A∗ψ = rψ.

О п р е д е л е н и е 2.1. Оператор A : E → E называется u0 -ограниченным сверху,
если для любого x ∈ E существует β > 0 такое, что Ax ≤ βu0.

Нам потребуется простая лемма [4]:

Лемма 2.1. Пусть A является u0 -ограниченным сверху, где u0 ∈ K, и существует
v ∈ K, удовлетворяющий неравенству v − Av ≥ γu0 для некоторого γ > 0. Тогда
r(A) < 1.

3. Двухточечные и трехточечная задача в классическом случае

3.1. Классическая двухточечная

Мы изучаем задачу (1.2) при нечетном k. Нам потребуется эта же задача как вспо-
могательная при четном значении k, которое будем обозначать другой буквой m, чтобы
избежать недоразумений.

Lu = f, Bmu = α. (3.1)

Для четного m проходит классическая схема. Эта задача изучена в [5], причем в сингу-
лярном случае. Здесь мы кратко приводим основные утверждения, которые потребуются
для исследования основной задачи (1.2).

Особые ситуации — псевдо-задачи Коши — возникают в случаях m = 0 и m = n. Это
уже не двухточечные задачи. Называем их псевдо-задачами, так как в случае произволь-
ного отклонения аргумента нельзя априори гарантировать их однозначную разрешимость.

Неотрицательность функции Грина эквивалентна неотрицательности решения задачи
(1.2) для f ≥ 0 и α = 0. Естественно рассмотреть и ненулевые краевые условия α.

О п р е д е л е н и е 3.1. Назовем задачу (3.1) положительно разрешимой, если из
f ≥ 0, α ≥ 0 следует u ≥ 0.

З а м е ч а н и е 3.1. Неравенства для функций понимаются поточечно, причем для
измеримых почти всюду, а для конечномерных векторов покомпонентно. Конечно, это
частные случаи неравенств относительно конусов.

3.1.1 Базисная задача

Решение задачи u(n) = z, Bmu = α имеет вид

u = Hmz + V α, (3.2)

(m — верхний индекс, не степень), где Hmz(x) =
∫ l
0
Hm(x, s)z(s) ds — решение задачи

{u(n) = z, Bmu = 0}, V α(x) — решение задачи {u(n) = 0, Bmu = α} (т. е. полином).
Пусть u0(x) := xn−m(l − x)m.
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Лемма 3.1. Пусть u = Hmz, причем z ≥6≡ 0. Тогда

1. если 0 < m < n, то u(x) ≥ εu0(x), x ∈ [0, l], для некоторого ε > 0,

2. если m = 0, то u(i)(x) ≥ 0, i = 0, . . . , n− 1, x ∈ [0, l],

3. если m = n, то (−1)iu(i)(x) ≥ 0, i = 0, . . . , n− 1, x ∈ [0, l].

Лемма 3.2. Пусть u = V α, α ≥6≡ 0. Тогда для некоторого ε > 0

1. в случае 0 < m < n : u(x) ≥ εu0(x),

2. если m = 0, то u(x) ≥ εxn−1,

3. если m = n, то u(x) ≥ ε(l − x)n−1.

3.1.2 Положительная разрешимость

Подставляя (3.2) в (3.1), получим

z −QHmz = QV α+ f.

Оператор K := QHm интегральный с ядром

K(x, s) :=

∫ l

0

Hm(t, s)dtr(x, t).

Действительно, QHm(x) =
∫ l
0
dtr(x, t)

∫ l
0
Hm(t, s)z(s) ds =

∫ l
0
K(x, s)z(s) ds.

Пусть r(K) — спектральный радиус оператора K.

Лемма 3.3. Пусть r(QHm) < 1. Тогда (3.1) положительно разрешима, причем, если
(f, α) ≥6≡ (0, 0), то

1. если 0 < m < n, то u(x) ≥ εxn−m(l − x)m для некоторого ε > 0.

2. если m = 0 и α ≥6≡ 0, то u(x) ≥ εxn−1,

3. если m = n, и α ≥6≡ 0, то u(x) ≥ ε(l − x)n−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение (3.1) есть u = Hmz + V α, где

z = (I −QHm)−1(f +QV α).

По лемме 3.2 QV α ≥ 0. Поэтому z ≥ f. Теперь ссылаемся на леммы 3.1 и 3.2.

З а м е ч а н и е 3.2. В условиях леммы 3.3 в случае α 6= 0 решение u имеет в точках
0 и l не более n− 1 нулей (считая нули вместе с кратностями).
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3.1.3 Характеристические числа

Однородная задача с параметром λ

u(n) − λQu = 0, Bmu = 0 (3.3)

сводится, как и задача (3.1), к уравнению

z − λQHmz = 0. (3.4)

Наименьшее положительное значение λ, при котором задача (3.3) имеет нетривиальное
решение, обозначим через λm (m — верхний индекс, не степень). Если таких чисел нет,
то по определению λm = +∞. Отрицательные значения λ оставим без внимания.

Следствие 3.1. λm = 1/r(QHm). При λ = λm задача (3.3) имеет нетривиальное
неотрицательное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Спектральный радиус оператора λQHm равен λr(QHm).

Отсюда в силу уравнения (3.4) следует первое утверждение. Существование неотрица-
тельного решения следует из теоремы 2.1.

3.1.4 Теоремы о дифференциальных неравенствах

Эффективные условия положительной разрешимости можно получить, используя тео-
ремы об оценке спектрального радиуса положительного оператора. Инструментом явля-
ется лемма 2.1. Напомним, что m считается четным.

Теорема 3.1. Пусть 0 < m < n, и существует неотрицательное решение нера-
венств Lu = ψ ≥ 0, Bmu = α ≥ 0, (ψ, α) 6= (0, 0). Тогда r(QHm) < 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что спектральные радиусы операторов QHm и
HmQ совпадают. Имеем u(n) = Qu+ ψ = z, u = Hmz + V α,

u−HmQu = Hmψ + V α,

и Hmψ + V α ≥ εu0, где u0(x) = xn−m(l − x)m (леммы 3.1 и 3.2). Так как HmQ u0 -
ограничен сверху, по лемме 2.1 r(HmQ) < 1.

Теорема 3.2. Пусть m = 0 или m = n, и существует неотрицательное решение
неравенств Lu = ψ ≥ 0, Bmu = α ≥6≡ 0. Тогда r(QHm) < 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть m = 0. Имеем, как и в предыдущей теореме,

u−H0Qu = H0ψ + V α.

Так как Lu = ψ ≥ 0, α ≥6≡ 0, то (лемма 3.2) для некоторого ε > 0 правая часть
H0ψ + V α ≥ V α ≥ εxn−1.

Обратимся к лемме 2.1. Так как конус неотрицательных функций является почти вос-
производящим в ACn−1, и оператор H0Q u0 -ограничен сверху, где u0(x) = xn−1, то
r(QH0) < 1.

Случай m = n рассматривается идентично (в силу симметрии).
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3.2. Трехточечная задача

Пусть ξ ∈ (0, l), n ≥ 3, и k < n — нечетно. Рассмотрим BVP

Lu = f, Bξu = 0, (3.5)

где вектор-функционал Bξ определяется равенством

Bξu := (u(0), u′(0), . . . , u(n−k−2)(0), u(ξ), u′(ξ), u(l),−u′(l), u′′(l), . . . , (−1)k−2u(k−2)(l)). (3.6)

Если k = n − 1, группа условий на левом конце отсутствует. Аналогично при k = 1

отсутствует группа условий при x = l.

Пусть Hξ — оператор Грина BVP u(n)=z, Bξu =0, т. е. решение этой задачи u = Hξz.

Лемма 3.4. Пусть u = Hξz, и z ≥6≡ 0. В случае k = 1 предположим дополнительно,
что z 6≡ 0 на [0, ξ], а если k = n − 1, то предположим дополнительно, что z 6≡ 0 на
[ξ, l]. Тогда u(x) ≥ εxn−k−1(x− ξ)2(l − x)k−1, x ∈ [0, l], для некоторого ε > 0.

Отметим, что в крайних случаях k = 1 или k = n − 1, когда на одном из концов
условия пропадают, решение может обращаться тождественно в нуль между оставшимися
нулями даже при z ≥6≡ 0. Подстановка u = Hξz в (3.5) дает

z −QHξz = f. (3.7)

Оператор Kξ := QHξ интегральный с ядром

Kξ(x, s) :=

∫ l

0

Hξ(t, s)dtr(x, t).

Действительно, QHξ(x) =
∫ l
0
dtr(x, t)

∫ l
0
Hξ(t, s)z(s) ds =

∫ l
0
Kξ(x, s)z(s) ds. Пусть r(Kξ) —

спектральный радиус оператора Kξ.

Лемма 3.5. Пусть r(Kξ) < 1. Тогда BVP (3.5) имеет единственное решение u(x).

Если f ≥6≡ 0, причем в случае k = 1 имеет место f 6≡ 0 на [0, ξ], а в случае
k = n − 1 неравенство f 6≡ 0 имеет место на [ξ, l], то для некоторого ε > 0,

u(x) ≥ εxn−k−1(x− ξ)2(l − x)k−1, x ∈ [0, l].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение (3.5) есть u = Hξz, где z = (I −Kξ)
−1f (см. урав-

нение (3.7)). Поэтому z ≥ f. Теперь ссылаемся на лемму 3.4.

З а м е ч а н и е 3.3. Если задача (3.5) однозначно разрешима при любом ξ ∈ (0, l),

то всякое нетривиальное решение Lu = 0, имеющее (n − k − 1) -кратный нуль в точке
x = 0 и (k−1) -кратный нуль в точке x = l, не может иметь кратных нулей при 0 < x < l.

Действительно, в противном случае имеем ненулевое решение однородной задачи (3.5).

Однородная задача с параметром λ

u(n) − λQu = 0, Bξu = 0 (3.8)

сводится к уравнению
z − λQHξz = 0. (3.9)

Наименьшее положительное значение λ, при котором задача (3.8) имеет нетривиаль-
ное решение, обозначим через λξ. Если таких чисел нет, то по определению λξ = +∞.
Опираясь на уравнение (3.9), получаем

Следствие 3.2. λξ = 1/r(QHξ). При λ = λξ задача (3.8) имеет нетривиальное
неотрицательное решение.
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3.3. Сравнение характеристических чисел

Лемма 3.6. При любом ξ ∈ (0, l) справедливо λξ ≥ min{λk−1, λk+1}.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что λξ < λk−1 и λξ < λk+1. В дальнейшем

для простоты будем считать, что λξ = 1. В таком случае в силу следствия 3.2 существует
неотрицательное нетривиальное решение Lu = 0, Bξu = 0. Рассмотрим два решения u1
и u2 уравнения Lu = 0, оба удовлетворяющие условиям

u(0) = · · · = u(n−k−2)(0) = 0, u(l) = · · · = u(k−2)(l) = 0, (3.10)

а также u
(n−k−1)
1 (0) = 1, u

(n−k)
1 (0) = 0, u

(n−k−1)
2 (0) = 0, u

(n−k)
2 (0) = 1. В силу леммы 3.3

(при m = k− 1 ) оба решения положительны на (0, l), причем u
(k−1)
1 (l) > 0, u

(k−1)
2 (l) > 0.

Любое нетривиальное решение уравнение Lu = 0 с точностью до множителя рав-
но u = u1 + Cu2. При некотором C = C1 будет u(k−1)(l) = 0. Тогда u(k)(l) 6= 0, так
как в противном случае это решение было бы тривиальным решением задачи Lu = 0,

Bk+1u = 0. Это решение u(x) сохраняет знак (положительно) на (0, l) в силу леммы 3.3
при m = k + 1.

При C > C1 решение тоже положительно, а при C < C1 решение меняет знак. Эти три
случая противоречат свойствам нетривиального решения задачи Lu = 0, Bξu = 0.

4. Основная задача

Для задачи (1.2) положительная разрешимость может не иметь места даже при зна-
коопределенной функции Грина. В то же время удобно использовать суженное понятие
положительной разрешимости, как будет видно из дальнейшего. Пусть E ⊂ ACn−1 —
множество функций, удовлетворяющих условиям (3.10).

О п р е д е л е н и е 4.1. Назовем задачу (3.1) E -положительно разрешимой, если из
f ≤ 0, α ≥ 0, u ∈ E следует u ≥ 0.

Собственно, только на множестве E будем рассматривать задачу (1.2).
Нам будет нужна неполная неосцилляция в интервале [0, l].

О п р е д е л е н и е 4.2. Уравнение Lu = 0 является E -неосцилляционным в интер-
вале [0, l], если любое его решение из E имеет не более n − 1 нулей в интервале [0, l],

считая кратные нули столько раз, какова их кратность.

З а м е ч а н и е 4.1. Так как решение u ∈ E уже имеет n− 2 нулей, считая кратно-
сти, оно может иметь только один простой нуль в (0, l). В этом случае, сумма кратностей
нулей в точках 0 и l равна n− 2.

Основной целью настоящей статьи является установление следующей теоремы.

Теорема 4.1. Эквивалентны следующие утверждения.

1. Задача (1.2) E -положительно разрешима, причем если (f, α)≥(0, 0), u ∈ E, u 6≡ 0,

то u(x) ≥ εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0.

2. Уравнение Lu = 0 E -неосцилляционно на [0, l].

3. λk−1 > 1 и λk+1 > 1.

Третье условие является критерием положительной разрешимости задачи (1.2). Оно
эффективно проверяется с помощью теорем о дифференциальных неравенствах 3.1, 3.2.
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4.1. Доказательство необходимости

Мы здесь противопоставляем условия 1 и 2 условию 3.

Теорема 4.2. Пусть задача (1.2) является E -положительно разрешимой, причем
если (f, α) ≥ (0, 0), u ∈ E, u 6≡ 0, то u(x) ≥ εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0. Тогда
λk−1 > 1 и λk+1 > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу симметрии задачи достаточно доказать одно из нера-
венств, например, λk+1 > 1. Пусть u — решение задачи

Lu = 0, u(0) = . . . = u(n−k−2)(0) = 0, u(n−k−1)(0) = 1, u(l) = . . . = u(k−1)(l) = 0.

Это решение положительно на (0, l), и (−1)ku(k)(l) > 0 (по условию).
Если k < n− 1, т. е. n− k ≥ 2, то по теореме 3.1 для m = k+1 имеем r(QHk+1) < 1.

В случае k = n− 1 ссылаемся на теорему 3.2.

Теорема 4.3. Пусть уравнение Lu = 0 является E -неосцилляционным на [0, l].

Тогда r(QHk−1) < 1 и r(QHk+1) < 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. E -неосцилляция влечет однозначную разрешимость задачи
(3.1) при m = k − 1 и m = k + 1, так как нетривиальное решение этой задачи имеет n

нулей.
Сначала предположим, что 2 ≤ k ≤ n− 2. Пусть u — решение задачи Lu = 0, u ∈ E,

u(n−k−1)(0) = 0, u(n−k)(0) = 1. По предположению u не имеет нулей в (0, l). По теореме
3.1 r(QHk−1) < 1.

Аналогично, пусть теперь u — решение Lu = 0, u ∈ E, u(k−1)(l) = 0, u(k)(l) = −1.
По предположению u не имеет нулей в (0, l). По теореме 3.1 r(QHk+1) < 1.

Случаи k = 1 и k = n−1 рассматриваются аналогично с применением теоремы 3.2.

4.2. Достаточность

Однозначную разрешимость гарантирует одно из неравенств λk−1 > 1 или λk+1 > 1.

Лемма 4.1. Пусть λk−1 > 1 или λk+1 > 1. Тогда задача (1.2) однозначно разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу фредгольмовости достаточно показать, что однород-
ная задача Lu = 0, Bku = 0 имеет только тривиальное решение. Нетривиальное решение
имеет не менее n нулей в точках 0 и l. Однако в силу замечания к лемме 3.3 это невоз-
можно в условиях леммы.

Теорема 4.4 (E -неосцилляция). Если λk−1 > 1 и λk+1 > 1, то любое решение одно-
родного уравнения Lu = 0, удовлетворяющее условиям

u(i)(0) = 0 (i = 0, . . . , n− k − 2), u(j)(l) = 0 (j = 0, . . . , k − 2) (4.1)

имеет не более одного простого нуля в интервале (0, l) (суммарное количество нулей в
[0, l] не больше n− 1, считая кратности).



О НЕОБХОДИМОМ И ДОСТАТОЧНОМ УСЛОВИИ ОТРИЦАТЕЛЬНОСТИ ФУНКЦИИ ГРИНА 391

u

v

x1 x2

ξ

Рис. 1. К теореме 4.4

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соглашение: для краткости ниже в доказательстве рассмат-
риваются только решения Lu = 0, удовлетворяющие (4.1). Пусть u1(x) — решение
(n− k − 1, k + 1) -задачи (3.1) при m = k + 1

Lu = 0, u(k−1)(l) = 0, (−1)ku(k)(l) = −1.

По лемме 3.3 u1(x) < 0, x ∈ (0, l), u
(n−k−1)
1 (0) < 0.

С точностью до множителя любое решение (см. соглашение выше) можно представить
в виде

u(x) = u1(x) + Cu2(x),

где C — константа, и u2(x) — решение (n− k + 1, k − 1) -задачи (3.1) при m = k − 1

Lu = 0, u(n−k−1)(0) = 0, u(n−k)(0) = 1. (4.2)

По лемме 3.3 решение u2(x) > 0 на (0, l), и (−1)k−1u(k−1)2 (l) > 0.

Если C ≤ 0, то u(x) не имеет нулей в (0, l), так как в этом случае u(x) = u1(x) +

Cu2(x) ≤ u1(x) < 0.

Пусть теперь C > 0. Тогда

u(k−1)(l) = u
(k−1)
1 (l) + Cu

(k−1)
2 (l) = Cu

(k−1)
2 (l) > 0,

но u(n−k−1)(0) = u
(n−k−1)
1 (0) < 0. Поэтому u(x) имеет нули в (0, l). Пусть x2 — наиболь-

ший нуль (первый справа) (рис. 1). Этот нуль может быть простой или кратный. Сначала
рассмотрим случай простого нуля, когда u′(x2) > 0. Покажем, что в этом случае нет
других нулей. Предположим, напротив, что они имеются, и x1 < x2 — ближайший к x2.

Пусть v(x) = u(x) +Du2(x), где

D = max
x∈[x1,x2]

(
− u(x)

u2(x)

)
= − u(ξ)

u2(ξ)
, ξ ∈ (x1, x2).

Тогда на [x1, x2] имеем v(x) ≥ 0, поэтому v(x) есть нетривиальное решение задачи Lv=0,

Bξv = 0. А это противоречит λξ > 1 (по лемме 3.6 λξ > 1 ). В случае кратного x2 полагаем
ξ = x2.

Лемма 4.2. Пусть λk−1 > 1, λk+1 > 1, и функция u(x) — решение задачи

Lu = f, Bku = 0. (4.3)

Если f(x) ≥6≡ 0, то u(n−k)(0) < 0 и u(k)(l) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 4.1 задача (4.3) имеет единственное решение. Оно
является также и ненулевым решением задачи (3.1) при m = k−1, с условиями u ∈ E,
u(n−k)(0) = c. Предположим, что u(n−k)(0) ≥ 0. По лемме 3.3, u(k−1)(l) < 0, что противо-
речит (4.3). Противоречие показывает, что u(n−k)(0) < 0.

Неравенство u(k)(l) > 0 доказывается аналогично.
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Теорема 4.5. Пусть λk−1 > 1, λk+1 > 1. Если f(x) ≥6≡ 0, то задача (4.3) однозначно
разрешима, ее решение отрицательно в (0, l), и u(x) ≤ −εxn−k(l − x)k для некоторого
ε > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x) — решение задачи (4.3). По лемме 4.2 u(x) < 0

в окрестностях точек 0 и l.

Предположим, что u(x0) ≥ 0 в некоторой точке x0 ∈ (0, l). Можно считать, что x0
— точка максимума: u(x0) = max{u(x) : x ∈ [0, l]}. Построим неположительное решение
задачи (3.5), т. е. решение, имеющее кратный нуль в некоторой точке ξ ∈ (0, l).

Если u(x0) = 0, то x0 — кратный нуль, так как x0 — точка максимума. В этом случае,
сама u является нужным решением. Если же u(x0) > 0, можно построить неположитель-
ное решение Lu = f с кратным нулем (рис. 2). Пусть v(x) = u(x)− Cu2(x), где u2(x) —
решение задачи (4.2), и

C = max
(0,l)

u(x)

u2(x)
=

u(ξ)

u2(ξ)
, ξ ∈ (0, l).

Этот максимум существует, так как u(l) = 0 и u(x) < 0 в некоторых окрестностях точек
x = 0, x = l.

O ξ

u

v

lx0

Рис. 2. К теореме 4.5

Функция v(x) неположительна, так как

v(x) = u(x)− Cu2(x) = u(x)− u(ξ)

u2(ξ)
u2(x) ≤ u(x)− u(x)

u2(x)
u2(x) = 0.

Итак, v(ξ) = v′(ξ) = 0, и функция v(x) — решение задачи (3.5).
По лемме 3.6 λξ > 1. По лемме 3.5 v(x) ≥ 0. Но это противоречит v(x) ≤ u(x)

и отрицательности u в окрестностях концов интервала. Противоречие показывает, что
u(x) < 0 в (0, l).

Неравенство u(x) < −εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0 следует из леммы 4.2.

Теорема 4.6. Пусть λk−1 > 1, λk+1 > 1. Тогда нетривиальное решение u(x) задачи

Lu = 0, u ∈ E, u(n−k−1)(0) = c1 ≥ 0, u(k−1)(l) = c2 ≥ 0, (c1 + c2 > 0)

положительно на (0, l), и u(x) > εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть два случая: c1=1, c2=0 и c1=0,

c2 = 1. В первом случае

u(x) =
1

u
(n−k)
1 (0)

u1(x),

где u1(x) — решение задачи Lu = 0, u ∈ E, u(k−1)(l) = 0, u(k)(l) = −1. По лемме 3.3
u(x) > 0 в (0, l). Неравенства u(n−k−1)(0) > 0, u(k)(l) < 0 обеспечивают неравенство
u(x) > εxn−k(l − x)k для некоторого ε > 0.
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Во втором случае

u(x) =
1

u
(k−1)
2 (l)

u2(x),

где u2(x) — решение Lu = 0, u ∈ E, u(n−k−1)(0) = 0, u(n−k)(0) = 1. Теперь ссылаемся на
лемму 3.3 и неравенства u(n−k)(0) > 0, u(k−1)(l) > 0.
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